Intervallfüllende Folgen und volladditive Funktionen by Daróczy, Zoltán et al.
Acta Sei. Math., 50 (1986), 337—33* 
Intervallfallende Folgen and volladditive Funktionen 
Z. DARÖCZY, A. JÄRAI und I. KÄTAI 
1. Einführung 
CO 
Es sei An>An+1>0 («€N) und L'.= 2 Ki^-00 eine Folge mit der folgenden 
n = l 
Eigenschaft: für beliebiges L] gibt es eine Folge e„£{0,1} (n£N) derart, dass 
oo 
x= 2! ¿n^n »st. Die Folge {4} wird dann intervallfüllend genannt. Z. B. ist {1/2"} 
n=i 
intervallfüllend mit L= 1. 
Ist {A„} eine intervallfüllende Folge, so nennen wir die unbekannte Funktion 
F: [0, Z ] - R volladditiv, falls 
/1=1 »1 = 1 
für jede Folge e„€{D,1} (w£N) gilt. Unser Hauptziel in dieser Arbeit ist es, für geeig-
nete intervallfüllende Folgen {!„} die volladditive Funktionen zu bestimmen. 
Ähnliche Untersuchungen in dieser Richtung kann man in der Arbeit [1] finden. 
Z. B. ist in [1] der Fall {^=1/2"} betrachtet. 
2. Intervallfüllende Folgen 
Es bezeichne A die Menge der reellen Folgen {A„} mit An>An+1>0 (n€N) und es 
oo 
sei L:= 2 ! 
n = l 
Def in i t i on 1. Wir nennen die Folge {A„}6 A intervallfüllend, falls es für belie-
biges jc€[0, L] eine Folge £„€{0,1} (n€N) gibt, für welche 
(2.1) x = 2 * n K »=1 
Eingegangen am 24 Mai, 1984. 
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ist. 
Satz 2.1. Die Folge {X„}€A ist genau dorm intervallfüllend, falls 
(2.2) 2 A; i=n+l 
für jedes n€N gilt. 
Beweis, (i) Nehmen wir an, dass A„> 2 für irgendein ra£N, und es sei 
(=0 + 1 • 
co lt'—l' 
2 Wir zeigen, dass dann die Zahl x:= 2 A.+.yfP), L] sich nicht 
• = H + 1 1=1 
in der Form (2.1) darstellen lässt, d.h. dass die Bedingung (2.2) notwendig ist. Gilt 
£,=0 für irgendein i ^ n , so ist 
¡=1 i=1 i=n+1 
gilt hingegen £¡=1 für alle /Sn , so ist 
2M > -r •• i=1 1 = 1 
d.h. x kann nicht in der Form (2.1) dargestellt werden. 
n-1 
(ii) Es sei x£[0, Z,] und wir setzen induktiv e„=l für 2 i A H - * und 
e„=0 andernfalls. Wir zeigen, dass 2 Z th^x unmöglich ist, d.h. dass x in der 
Gestalt (2.1) darstellbar ist. Gilt £„=0 für unendlich viele Werte n, dann ist für diese 
Werte 71 
CO n—1 - • • , ' • 
2e^i - x ~ 2 < b, 
i = l i = l 
OO 
woraus wegen A„-»0 die Darstellung x = 2 folgt- Gih e„=0 nur für endlich 
i = l 
viele Werte n, so sei jVder grösste dieser Werte. Wir haben 
x-2 2 A,.= j 
¡=1 i=N+1 i=W+l woraus 
x < 2 ' 
i = l • ' • • • • • • • i-
folgt, ein Widerspruch. 
De f in i t i on 2. Es sei {1„}ZA eine intervallfüllende Folge. Wir nennen die Zahl 
x€[0, L] eindeutig, falls es genau eine Folge e„€{0,1} (n€N) gibt, für welche (2.1) 
gilt. .-"-M- N1' •>-•• •••..• 
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Bemerkung. Offenbar sind 0 und L eindeutige Zahlen. 
Def in i t ion 3. Wir nennen die intervallfüllende Folge locker, falls für 
beliebiges N£ N die Restfolge {!„} — {A }̂ intervallfüllend ist. 
Bemerkung. Im Falle einer lockeren Folge sei 
L
N
 := = für beliebiges N£N. 
B=1 
n^N 
Dann ist jedes JC€[0, Z,̂ ] darstellbar in der Form 
oo 
x = 2*t*t mit £¡€{0,1}. 
j=I 
Def in i t ion 4. Wir nennen die intervallfüllende Folge A ergiebig, falls 
jede Zahl JC£]0, Z,[ nichteindeutig ist. 
Satz 2.2. Ist die intervallfüllende Folge locker, so ist sie auch ergiebig. 
Beweis. Es sei x€[0, L]; Dann gibt es eine Folge £„£{0,1} (n€N) derart, dass 
(2.3) x = 2 ^ K -
(i) Ist in (2.3) e„=l nur endlich viele n erfüllt, so sei N der grösste dieser Werte. 
Da die Folge intervallfüllend ist, gilt 
~ JV-l JV-l ~ 
, X = 2ENK= 2 ENK + *N= 2 EN*N + 2 /1=1 n=1 n=1 n—N+1 
mit 5„€{0, 1} (n^N+l). Es ist also JC nicht eindeutig. 
(ii) Ist in (2.3) e„=l für unendlich viele n erfüllt, so gibt es ein JV(E N mit 
e w =l und X<L—1N=Ln. Darum gibt es eine Folge 5„6{0,1} (n£N, n ^ N ) für 
welche 
x = 2 
• "=i 
HfiN ' 
gilt, d.h. x ist nicht eindeutig. 
Es sei 1 < ? < 2 und A n : = W («<=N). Dann ist {1 /q"}£A und L:= 2 W = 
. . • • . "=i 
= l/(q—1)>1. Es sei k£N festgewählt imd 1 2 d i e Wurzel der Gleichung 
(2.4) L-1 = 1 /qk. 
Satz 2.3. Für 1 < 9 < 2 ist die Folge {l/g"}€/i intervällfullend. Für l<qSq(l) 
ist {l!<f} locker, und folglich ergiebig. 
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Beweis, (i) Im Falle l < g < 2 gilt für jedes n 
l / i " ^ ( l / i * ) ( l / f o - l ) ) = 2 W , 
so dass wegen Satz 2.1. die Folge {1 /q"} intervallfüllend ist. 
(ii) Für l<q^q(l) hat man L—l^l/q. Dann ist bei beliebigem festgewählten 
N für die Restfolge {l/q"}-{l/qN} (2.2) trivialerweise erfüllt, falls nur n^N+l 
gilt. Ist hingegen n<N, so folgt aus 
q"/qN ^ l/q S L-l 
die Ungleichung 
1/9-=£ 2 1 Iq'-l/q". 
i=n+1 
d.h. es gilt (2.2). Somit ist die Folge {1/V} locker, und wegen Satz 2.2. auch ergiebig. 
Satz 2.4. Für q(l)<q<2 ist die intervallfüllende Folge {\/qn}£A nicht ergiebig, 
also auch nicht locker. 
Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem folgenden. 
Lemma. Für ist die Zahl 
(2.5) * : = ¿ l / ^ - ^ J O . L t 
13 = 1 
eindeutig. 
Beweis des Lemmas. Nehmen wir an, dass die mittels (2.5) definierte Zahl x 
auch noch eine andere Darstellung der Form (2.1) hat, wobei A„ := 1 /q" ist. Es sei N 
die erste natürliche Zahl für welche sN^8N gilt; hierbei ist <5„=1 für ungerades n, 
und S„=0 für gerades«. Nun gilt für SN=0 (gerades N) es=l, d.h. wegen 
x = 2 W = N2W+ 2 sjqn = "2 W+ViN+ 2 





d / ? W ) ( ? / ( ? 2 - l ) ) 2 Bjq'^l/q", 
n=N+1 
d.h. L—l^l/q, dies ist aber unmöglich, da im Falle <7(1)<<7<2 die Ungleichung 
L—l<l/q erfüllt ist. Für SN = l (Nungerade) und für eN=0 verläuft der Beweis 
ähnlich. 
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3. Über volladditive Funktionen 
Es sei {!„}£ A eine festgewählte intervallfüllende Folge. 
D e f i n i t i o n 5. Wir nennen die Funktion F: [0, ZJ-«-R volladditiv, falls für jede 




Sa tz 3.1. Es sei eine intervallfüllende imd ergiebige Folge. Ist F: [0,1,]-•R 
volladditiv, so gibt es ein c£R derart, dass 
(3.2) F(x) = cx 
für alle *€[0,L]. 
Beweis. Wir setzen 
(3.3) F(x):=F(x)-F(L)xIL (x€[0,IJ). 
Dann ist F volladditiv und es gilt / ( 0 ) = / ( L ) = 0 . Es sei P(k^=\an und P:= 
:= {n|«6N, a„>0}. Es sei noch 
(3-4) { := 2 V 
ntP 
Für ^ 6]0, L[ gibt es eine Folge e„€{0,1} derart, dass 
(3.5) n=i 
gilt, und die Darstellung (3.5) von der Darstellung (3.4) verschieden ist. Darum exis-
tiert ein n0£P mit e„o=0, woraus wegen (3.1) 
n£P niP n£P 
> 2 = 2 ZnHK) = F{2 = HZ) 
11 = 1 n = l U=1 
folgt, was unmöglich ist. Somit haben wir £ = 0 oder £=L, d.h. P=0 o d e r P = N . 
Der letztere Fall ist unmöglich, weil dann P(g)= P(L)>0 wäre. Ist aber P=0, so 
gilt F(x)^0 für jedes ;c€[0,L]. Da — P ebenfalls volladditiv ist, ergibt sich durch 
eine Widerholung des vorigen Gedankenganges — / ( ; c ) s0 , woraus P(x)=0 für 
jedes x€[0, L] folgt. Aus (3.3) folgt jetzt mit c:= F(L)/L die Behauptung. 
Bemerkung . In Satz 3.1. kann man die Bedingung der Ergiebigkeit durch dieje-
nige der Lockerheit ersetzen. 
342 Z. Daröczy, A. Järai und I. Kätai 
K o r o l l a r 3.1. Falls 1 ist und die Funktion F: [0, (L:= l/(g-l)) 
die Bedingung 
(3.6) F( 2 ejq") = 2 e„ F(\!qn) 
/1=1 n=1 
für jede Folge £„€{0,1} (w(EN) erfüllt, so gibt es ein c£R derart, dass F(x)=cx 
für jedes x€[0, L\ gilt. 
Beweis. Wegen Satz 2.3. ist jetzt {\lqn}£A intervallfüllend und locker (d.h. 
ergiebig), so dass sich Satz 3.1. anwenden lässt. 
Die Beweisidee des Satzes 3.1. ermöglicht es uns, das folgende Resultat auszu-
sprechen : 
Satz 3.2. Es sei {)•„}£ A eine intervallföllende Folge, und F: [0, Z,]—R eine 
volladditive Funktion. Ferner sei anF(X„) (n£N). Für P:= {«|«€N, a„>0} und 
2 K ist im Falle / V 0 und i V N die Grösse L[ eindeutig. 
n€P 
Beweis. Wegen der Bedingung i V 0 und i V N gilt £ €]0, L[. Ist £ nicht 
eindeutig, so gibt es eine Folge-en€{0, l} und n0£P derart, dass £^=0 und 
f = 2*nK n=i 
ist. Daraus folgt auf Grund der Volladditivät < 
F(0 = F(2 K) = 2 > 2 e„an = F( 2 ejn) = F(g), n£P niP' /1 = 1 /1 = 1 
was einen Widerspruch bedeutet. Folglich ist £ eindeutig. 1 
D e f i n i t i o n 5. Es sei {X„}£A eine intervallfüllende Folge. Für L] sei 
induktiv nach n 
(3.7) £„(*):= 
1, für " ¿ B i t o l i + X n ^ x , 
0, für "2 S i t o X i + l ^ x . 
i=1 
Sodann gilt wegen Satz 2.1. 
(3.8) ¿eB(x)A„. n=i 
Die Darstellung (3.8) nennen wir die reguläre Darstellung von x. 
Satz 3.3. Es sei {A„}£ A eine intervallfüllende Folge. Bei beliebigem x£[0, L] 
gilt £„(.*)=0 für unendlich viele Werte von n. 
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Beweis. Für x = 0 ist die Behauptung trivial. Es sei 0 < x < Z , . Dann gibt es in 
(3.8) ein n mit en(x)=0. Gilt entgegen unserer Behauptung e„(x)=0 in (3.8) nur 
für endlich viele n, so sei iVder grösste dieser Werte. Wegen (3.7) ist nun 
"Z > x = "2et(x)Xi+ 2 h 
i=1 i = l i=N+l 
in Widerspruch zu (2.2). 
Satz 3.4. Ist {X„}£A eine intervallfüllende Folge und F: [0, Z,]—R volladditiv, 
so gilt für an := F(X„) (n£N) die Beziehung 
(3.9) 2 \an\ < 0 ° -
n=l 
Beweis. Es sei P:= {w|»£N, ß„>0} und M:=N—P. Dann gilt für 
I := 2 K 
. . . . . . n(P 
wegen der Volladditivität 
m = F(2 K) = 2 F(K) = 2 kl 
n € P ntP n£P 
und 
F(L-Q = F( 2 4 ) = 2 F(k) = ~ 2 M 
n£M niM n£M 
woraus 
2 k l = F(0-F(L-0 n=i 
folgt. 
Sa tz 3.5. Ist {Ä„}£A eine intervallfüllende Folge und F: [0, Z,]—R volladditiv, so 
ist Ffür beliebiges x€ [0, L[ rechtsstetig. 
Beweis. Für beliebiges e > 0 gibt es wegen Satz 3.4. ein N derart, dass 
(3.10) 2 I T O I ^ e / 2 . 
i=N+1 
Es sei 






)K eine reguläre Darstellung ist. Wegen Satz 3.3. ist <5̂  >0. Falls 
n=i 
N ~ 
x -c y < x+<5w~ 2
 e
*(x)K+ 2 ^ 
• * n = 1 n = N + 1 
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N eo 
so gibt es wegen y— У Л> eine Folge e*€{0,1} ( n ^ N + l ) derart, 
n = l л=7Г+1 
dass 
n=l n=N+l 
ist, und daraus folgt wegen der Volladditivität von F u n d wegen (3.10) 
\F(y)-F(x)\ = | 2 2 e„(*)F(An)| =i 2 2 л=JV+1 / i = N + l n=JV+l 
Satz 3.6. Ist {;.„}£ A eine intervallfüllende Folge und F: [0, i ] - R volladditiv, 
so ist F im abgeschlossenen Intervall [0, L] stetig. 
Beweis. Für beliebiges JCC[0, L] hat man wegen der Volladditivität von F 
(3.11) F(x)+F(L—x) — F(L). 
Wegen Satz 3.5. ist F für alle x£[0, L[ rechtsstetig, also auf Grund von (3.11) für 
alle j>£]0, L] linksstetig, und somit stetig auf [0, L\. 
4. Volladditive Funktionen im Falle spezieller intervallffillender Folgen 
Es sei l < g < 2 und {\/cf}eA eine intervallfüllende Folge. Ist F: [0, Z,]—R 
(Z, := l / (? - l ) ) volladditiv (d.h. gilt (3.1) für die Folge A„:=l/?"), so gilt nach Korol-
lar 3.1. für die Beziehung F(x)=cx mit c konstant. Es ist natürlich 
danach zu fragen, was sich im Falle q(\)<q<2 sagen lässt, wenn also wegen Satz 
2.4. die Folge {1 /q"} nicht ergiebig (nicht locker) ist. 
Sa tz 4.1. Für q=q(k) (&€N) und volladditives Fgibt es ein c£R derart, dass 
F(x)=cx für alle x€[0, 1/(?(A:)-1)] gilt. 
Beweis. Es sei Jt€N festgewählt und F: [0, L] — R (L:= 1 /(q(k) — 1) volladdi-
tiv. Dann ist auch die Funktion F(x) := F(x) — F(L)x/L (x£[0, L]) volladditiv und 
es gilt F(0)=F(L)=0. Es sei a„:=F(l/qn) (n€N) mit q:=q(k). Wegen der Voll-
aditivität gilt 
(4.1) 0 = F(L) = F(2 1 ¡q") = 2 HVq") = 2 
n = l n - 1 71 = 1 
Auf Grund der Voraussetzung ist 
1 =L-l/qk= 2 Vi" 
am 1 
o«4 
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woraus für beliebiges N£ N 
(4.2) i¡q» = 2 Vq"
+ n  
n=i 
n^k 
folgt. Aus (4.2) ergibt sich der Volladditivität von F 
oo 
(4.3) aN = 2 aN+» n=i 
und 
eo 
(4.4). a N + 1 = 2 ° s + n + 1 
n=i 
n&k 
für alle NeN. Aus (4.3) und (4.4) folgt nun aN-aN+1=aN+1+aff+k+1-aN+k d.h. 
(4.5) aN+k+1—aN+k+2aN+1—aN = 0 
für alle N£ N. 
Wegen (4.1) ist die Potenzreihe 
(4.6) № : = 2 a „ z » 
n=i 
konvergent für | z | < l und für z= 1. Indem wir jetzt die Gleichung (4.5) mit der 
Zahl zN+k+1 multiplizieren und für N summieren, erhalten wir unter Berücksichtigung 
von (4.6) für |z| < 1 und für z=1 
*+l k 
f(z)~ 2 a,z'-2[/(z)- 2 aizc]+2izk[f(z)-a1z]-zk+1m = 0 
/=1 ¡=1 
und daraus folgt 
/(z)[zk+1—2zk+z—l] = z(z-l) 2aizi-1 + zk+1(-ak+1-2a1). 1=1 
Aus der letzteren Gleichung erhalten wir für z = 1 und unter Berücksichtigung von' 
/ ( 1 ) = 0 die Beziehung —ak+1—2a1—0, d.h. 
(4.7) / ( z ) [ z * + 1 - 2 z * + z - l ] = Z(Z-1) ¿ « . Z » - 1 = 2 ( 2 - 1 ) 0 ^ ( 2 ) 
1=1 
für alle |z |< 1, wobei Qk-i(z) ein Polynom von z höchstens (k—l)-ten Grades ist. 
Wir betrachten jetzt das Polynom 
(4.8) P(z) := Pk+1(z) := zk+1-2z*+z-l 
für welches l<z:=q(k)<2 wegen l/(q(k)—l)—l = l/q(k)k eine reelle Wurzel ist. 
Es sei 
(4.9) A(z):=zk+1-hz und 5 ( z ) : = 2 z * + l . 
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Es ist A(z)=P(z)+B(z) wobei P, B holomorph im abgeschlossenen Einheitskreis 
|z| ̂  1 sind, ferner ist 
(4.10) \A(z)\ = \P{z)+B(z)\ < \P(z)\ + \B(z)\ 
für |z| = l. Die Ungleichung (4.10) ergibt sich daraus, dass für |z| = l 
\A(z)\ = | z | | z*+l | = |z*+l | < \2z*+l\ = \B(z)\ 
gilt. Darum haben nach dem Satz von Rouchi P und B mit Multiplizität gerechnet 
dieselbe Anzahl von Wurzeln im ofiFenen Einheitskreis |z |< 1. Da für die Wurzeln 
k 
von B die Ungleichung |z| = 1 /2 |< 1 gilt, haben sowohl B als auch P im offenen 
Einheitskreis genau k Wurzeln. Da z = 0 und z = 1 keine Wurzeln von P sind, folgt 
auf Grund von (4.7), dass sämtliche sich im offenen Einheitskreis befindenden Wurzeln 
von P auch Wurzeln von ß*_i(z) sind, so dass Qk-i ebenfalls k Wurzeln hat. Dies ist 
oo 
nur möglich falls ß*_i(z)=0 für alle z, und so folgt aus (4.7) / ( z ) = ^ a n z " = 0 für 
n = l 
| z |< l . Somit ergibt sich ak=0 (ngN). Da nun jedes L] eine Darstellung 
oo 
x= 2 eJ<ln (en€{0, 1}) zulässt, erhalten wir auf Grund der Volladditivität von P 
11 = 1 
F(x) = F(2*nll")= = 0, 11=1 Aal 
woraus F(x)=cx (cF(L)/L) folgt. 
Bemerkung. Die Behauptung des Satzes gilt auch für q=q( 1). Dies bedeutet 
einen neuen, von der Beweismethode des Korollars 3.1. verschiedenen Beweis für das 
vorige q=q( 1). 
5. Eindeutige Zahlen 
Gemäss Satz 2.4. gibt es eindeutige Zahlen für die intervallfüllende Folge 
{l/i"}€/l, falls ? (1 )<?<2 . 
Satz 5.1. Es sei q(l)<q<2. Falls x€]0, 1[ für die intervallfüllende Folge 
eine eindeutige Zahl ist, gilt . 
(5.1) jc€ U I W , 1 fq-1). 
n=1 
Beweis. Für *6]0, 1[ gibt es ein n derart, dass x£A„-.=[\lqn, 1 ¡q"'1) ist. Da für 
^ ( l ) < g < 2 die Ungleichungen l lq"<Llq n <l /q n ~ 1 gelten, zeigen wir, dass im Falle 
x€B„:=[l/q", Llq")c.A„ die Zahl x nicht eindeutig ist, also für eindeutiges x die 
Beziehung x£[L/qn, l/q"'1) gilt, d.h. (5.1) erfüllt ist. 
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Dann lässt sich nämlich im Falle JE£B„ wegen 
1 / ? " < i 1 /q'^L/q-l=n+1 
jedes Element von [0, L/gf[, also auch x, in der Gestalt 
(5.2) x=Zei/q"+1 
¡=i 
schreiben, mit £¡€{0,1} (/€N). Anderseits hat x die Gestalt x= l/q"+9, wobei 
wegen 0 s = 3 = ; c - l / q ' ^ L / q " auch 3 in der Form 9=ß^8i/q',+i, mit <5,6{0, 1} 
(i£N) geschrieben werden kann. Darum gilt 
(5.3) x = W + J < W H 
t=i 
Offenbar ist wegen (5.2) und (5.3) x nicht eindeutig. 
Sa tz 5.2. Gilt q(l)<qSq(2) und ist x€]0,1[ eindeutig in Bezug auf die inter-
vallfüllende Folge {1/(7"} £/1, so gibt es ein N derart, dass 
(5.4) X = (1 /q»-1) i l/q*-1 
*=i 
gültig ist. 
Beweis, (i) Es sei x£[l/q, 1) eindeutig. Dann gilt wegen Satz 5.1. x£[L/q, 1). Da 
x=l/q+Tx/q gilt, ist ]0, 1[ eindeutig, weil andernfalls x nicht eindeutig wäre. 
Anderseits haben wir Tx£[L—1, q—1), woraus wegen l/q2^L—l<q—l^L/q 
(diese Ungleichungen sind für q ( \ ) < q ^ q ( 2 ) richtig) unter Berücksichtigung von 
Satz 5.1. 
Tx$XL\q\ 1 lq) 
folgt. Daraus ergibt sich, dass 
Sx:= qTxZ[Liq, 1) c [1 \q, 1) 
und Sx eindeutig ist, weil Tx eindeutig war. Nun folgt 
(5.5) X = 1 Iq+Sx/q*, 
wobei Sx£[L/q, l)c[l/$r, 1) eindeutigist. Wir zeigen mittels Induktion nach«, dass 
2/1—1 
(5.6) x = 2 1 Iq^+S-x/q
2
" 
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gilt, wobei 1) eindeutig ist. Für n=1 ist (5.6) wegen (5.5) 
•erfüllt. Gilt (5.6), so haben wir wegen (5.5) 
Snx = 1 /q+Sa+1x/q2, 
wobei S"+1x£[l/q, 1) eindeutig ist, also gilt 
<5.7) x = l /q2 k-1+Qlq+Sn + 1xlq s) lq*n = 
i = l 
2n—l 
«:=i 
•d.h. (5.6) ist auch für n + 1 richtig. Aus (5.6) folgt wegen lim S"x/q2"=0 
fl-»-oo 
<5.8) x = 2 1 \q№~x 
k=l 
und zwar ist auf Grund des im Beweis von Satz 2.4. auftretenden Lemmas diese 
Darstellung tatsächlich eindeutig. 
(ii) Falls x in ]0, 1[ enthalten und eindeutig ist, so gibt es ein N£ N derart, dass 
x£[llqN, l/q11'1) gilt. Daraus ergibt sich, dass qN~1x£[l/q, 1) eindeutig ist, d.h. es 
gilt wegen (i) notwendigerweise (5.8). Also ist x in der Tat von der Gestalt (5.4). 
Bemerkung. Auf Grund der Definition sieht man leicht ein, dass für eindeutiges 
x€]0, L[ auch L—x eindeutig ist. 
6. Volladditive Funktionen im Falle q ( l ) < q ^ q ( 2 ) 
Satz 6.1. Ist q(l)<q^q(2) und F: [0, X]—R volladditiv bezüglich der inter-
vallfüllenden Folge {\/qn}£A {L:=\l(q—Vf),so gibt es ein cgR derart,dass F(x)=cx 
für alle x€[0, L\ gilt. 
Beweis. Setzen wir 
<6.1) / ( * ) : = F(x)-(F(L)IL)x (x£[0, L]), 
so ist P volladditiv und es gilt F(0)= F(L)=0. Es sei an:=F(l/q") (n£N) und 
P := {/iln^N, a„ => 0}. 
Ferner sei 
{ := 2 1/?". 
nf.P 
Wir zeigen dass ist. Andernfalls ist PT^H und folglich L[, weil aus 
4 = L wegen der Volladditivität von F folgen würde, dass 0 ist, also 
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ein Widerspruch. Somit gilt Z V 0 und P ^ N , also ist auf Grund von Satz 3.2. £ 
eindeutig. Ist nun x£]0, L[ beliebig, so hat man wegen der Volladditivität von P 
(6.2) / ( * ) + f { L - x ) = P(L) = 0, 
woraus P(L/2)=0 folgt. Daraus ergibt sich ^ L / 2 , d.h. £<E]0, Lß[V]Lß, L[. 
Auf Grund der Identität (6.2) kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
£€]0, Lß [voraussetzen. Wegen q>q( 1) gilt £ / 2 < l , d.h. £<=]0, L/2[c]0, 1[, und 
auf Grund der Eindeutigkeit von £ folgt aus Satz 5.2. 




 = 2 i /gw + 2 ( l-1> 
fc=i *=i 
für irgendein N£ N. Es sei 
(6.4) oc:= 22lqN+ilk~1) 
*=i 
und 
(6.5) ß := 2 2 
k = l 
Dann gilt und 
(6.6) a+ß = 2f . 
Lemma. f(a)=2F(<xß), P(ß)=2F{ßß)t 
Beweis des Lemmas . Es sei 
(6.7) « , : = 2 V q N + i ( k - 1 ) («6N)-
t=/ 
Wegen q ^ q ( 2 ) < q hat man 
q3-q2-q-1 < ? 3 - 2 ? 8 + ? - l SO, 
woraus 2qa/(q*— \)<L folgt. Aus (6.7) ergibt sich nun 
(6.8) a , = 2 q * l q N + « ' - » - 1 ( q * - l ) ^ L I q r i + « i - 1 > - 1 (i<EN). 
Definitionsgemäss gilt 
(6.9) « l ="? /9 w . + i ( | - 1 ) +«i + i (i€N) 
und wegen (6.8) 
«f := l / ? w + 4 ( i - 1 ) + a ; + 1 = a,—l/<7"+4(i -1) < 
< Llq*+*Q-»-i-llq*+W-*> = ( ¿ 0 - 1 ) / $ » + « ' - « = 1 / } » + « ' - « 
woraus wir wegen Satz 5.1. die Darstellung 
«f = 2 <*/?* (^€{0,1}) 
*=N+4(J-1)+1 
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entnehmen, d.h. wegen der Volladditivität von / u n d wiederum wegen Satz 5.1. gilt 
P(aü = Pil/qH+W-V+at) = F(l/qN+iil-»)+F(<xf) = 
= f(l/q»+4(l-»)+F(l/q!i+4U-iy+<xi+1) = 2f(l/qN+«'-») + F(ai+J. 
Aus der vorigen Gleichung erhalten wir 
(6.10) , P(a,) = 2fl J V + 4 ( l_1 )+/(a i + i) (<6N).. 
Aus (6.10) erhalten wir mittels Induktion (ai=a) für beliebiges ATgN 
F(a) = 2 2 + 
i = 1 
woraus für K—«o wegen der Stetigkeit von F im Nullpunkt 
F(a) = 2 2 «iY+4(;-i) = 2/(a/2) i=l 
folgt. Für ß verläuft der Beweis ganz ähnlich. 
F o r t s e t z u n g des Beweises des Satzes. Mit Rücksicht auf das Lemma 
folgt aus (6.6) 
F(a)+F(ß) = 2F(ccl2)+2F(ßl2) = 2F(£). 
Anderseits gelten nach der Definition von % die Ungleichungen / ( a ) < P(£) und 
P(ß)< P(£), womit wir auf einen Widerspruch gestossen sind. Es gilt also P— 0, und 
darausfolgt # ( x ) s 0 für alle x£[0, £,]. Indem wir diesen Gedankengang für —F 
wiederholen, erhalten wir — P ( x ) ^ 0 und somit gilt F(x)=0 für jedes x€[0, L], 
Hieraus folgt nun wegen (6.1) die Behauptung des Satzes. 
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